CHAPITRE 21

COURBES PARAMETREES

Résumé

Dans ce chapitre, on va étudier et représenter des fonctions a valeurs dans R". Ces courbes sont trés souvent
utilisées en Physique et en SI (par exemple, pour représenter la trajectoire d’'un objet en fonction du temps).

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples
et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@® Connaitre les notions générales :

¢ connaitre la définition de fonctions vectorielles, et les propriétés (dérivabilité, D P O
¢ connaitre la définition du vecteur vitesse, du vecteur accélération et comment les obtenir.. ..
* connaitre la définition de tangente, de vecteur tangent et de droite normale .................. O
* savoir obtenir un vecteur tangent et un vecteur normal .......... ..ol iii e O

@ Savoir étudier une courbe paramétrée :

* utiliser les symétries pour réduire 'intervalle d’étude .................cooiiiiii i, O
¢ déterminer les branches infinies lorsqu'il yena...........ooooviiiiiiiiiiiin i, O
* savoir dresser un tableau de variations COnjointes...........c.oviiuiiiiiiiiiiiinnniiinnennnnn. O
* savoir tracer une courbe paramétrée en utilisant toutes les propriétés obtenues .............. O
® Savoir calculer lalongueur d'une courbe ......... ... O
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Lidée de ce chapitre est de représenter des courbes paramétrées, et de faire le lien avec la représentation
du mouvement en physique, o1 I'on récupére régulierement non pas y en fonction de x, mais x et y en
fonction du temps t.

Dans!’ensemble de ce chapitre, et quand c’est nécessaire, le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 7, 7).
I. Généralités

1) Fonctions vectorielles

Définition 1. — On appelle fonction vectorielle une fonction définie sur un intervalle de R et a valeurs
dans R”. Par exemple, une fonction vectorielle du plan est une fonction définie sur un intervalle I de
R et a valeur dans R?.

Remarque 1. — A\ Si f: I — R? est une fonction vectorielle du plan, f() (pour ¢ € I) est un point. En
général, on note, pour tout ¢ € I, x(¢) 'abscisse et y(¢) 'ordonnée du point f(t).

Définition 2. — Soit f: I — R? une fonction vectorielle du plan. Pour tout ¢ € I, on note (x(£), y(t)) les
coordonnées du point f(¢). Alors, on appelle courbe paramétrée par f 1'ensemble des points

I'={x(®),y®), tel}

On dit également que I est le support de f, et f est un paramétrage de I'.

Exemple 1 (Courbe d'une fonction). — Si f: I — R est une fonction a valeur réelle, son support est
{(x, f(x)), xe€l}, c’est-a-dire que son support est paramétrée par la courbe

I — R?
g: ; {X(t) =t
y(@® = f()
Exemple 2 (Droite et cercle). — On a vu dans le chapitre de géométrie dans le plan qu'une droite peut

étre paramétrée par la fonction f: R — R? définie par

, {x(t) = Xxo+ at
y() =yo+ bt

a . . . . .
ol ( b ) désigne un vecteur directeur de la droite, et (xy, yp) un point quelconque de la droite.

De méme, le cercle de centre (a, b) et de rayon r peut étre paramétrée par la fonction g: R — R? définie
par
x(t) =a+rcos(?)
g:t—

y() = b+ rsin(t)

Remarque 2. — Un méme support peut avoir plusieurs paramétrages possibles : par exemple, une
droite admet une infinité de paramétrage (on peut par exemple changer le vecteur directeur par un
autre - colinéaire au premier).
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2) Vecteur vitesse, vecteur accélération

Remarque 3. — Etudier la continuité (respectivement la dérivabilité, ou les limites) d’'une fonction
vectorielle, c’est équivalent a étudier la continuité (resp. la dérivabilité ou les limites) de chacune des
fonctions coordonnées, qui elles sont a valeurs réelles.

Remarque 4. — L'ensemble des fonctions f: I — R” est un espace vectoriel.

Exemple 3. — Si f: t — (x(1), y(¢)) est une fonction vectorielle du plan, f est continue en ¢ si et
seulement si x est continue en ¢ et y est continue en ¢.

f est dérivable en ¢ si et seulement si x et y sont dérivables en ¢. Dans ce cas, f'(f) = (x'(1), y'(£)). On
constate alors que f'(¢) peut étre vu comme les coordonnées d’un vecteur.

Définition 3 (Vecteur vitesse). — Soit f: I — R” une fonction vectorielle, et #, € I. Pour tout ¢ € I, on
note M(t) le point de parametre ¢, c’est-a-dire de coordonnées f(¢) (tel que OM(¢) = f(¢)). On suppose
que f est dérivable en fy. On appelle vecteur vitesse de f en £, le vecteur f’(#).

Si f'(t) = 0, on dit que le point M(tp) est stationnaire ou singulier. Sinon, on dit qu’il est régulier.

Remarque 5. — A\ Attention : f'(#y) est un vecteur. Si f est une fonction vectorielle du plan, f'(fy) =
(x(10), ¥ (10)).

Définition 4 (Vecteur accélération). — Soit f: I — R” une fonction vectorielle, et # € I. On suppose
que f est deux fois dérivable en fy. On appelle vecteur accélération de f en 1y le vecteur f”(zp).

Exemple 4. — Soit f: R — R? définie par

Fit {x(t) =a+rcos(t)
' y(t) =b + rsin(1)

Donner vecteur vitesse et vecteur accélération de f au point ¢ € R. Montrer que dans ce cas, pour tout
réel t, f'(1) et f”(t) sont orthogonaux, et que ¢ — || f'(¢)|| est constante.

Solution. Remarquons que x et y sont de classe ¥’ sur R. Ainsi, f posséde un vecteur vitesse et un
vecteur accélération en tout point € R, et on a

f'(t) = (—rsin(r),rcos(r)) et f"(r)=(-rcos(t),-rsin(r))
On a alors, pour tout t € R
'@ - () = —rsin(2) (= r cos(r)) + r cos(£)(—rsin(r)) =0

et

()] = VvV (=rsin(£)2 + (rcos(8)2 = \/rz(cosz(t) +sin?(8) =r
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. — En cinétique, une fonction vectorielle peut étre vue comme le vecteur position d'un point
mobile en fonction du temps. Le support est alors la trajectoire de ce point, et c’est cela qui justifie la
terminologie de vecteur vitesse et de vecteur accélération.

Le mouvement sera uniforme si r — || f'(f)|| est constant, et rectiligne si le support est une droite.

3) Tangente et vecteur tangent

Lidée est d’étendre la notion de tangente connue dans le cas d'une fonction f: R — R pour le cas des
fonctions vectorielles du plan.

Définition 5. — Soit f: I — R? une fonction vectorielle du plan. On note, pour tout ¢ € I f((£) =
(x(2), y(2)). Soit M(#p) le point de parametre f, de la courbe I paramétrée par f.

On s’intéresse a la limite y ;
lim () — y(t)

t—1to x (1) — x(fp)
* Si cette limite existe et est finie, alors la droite d’équation y = a(x—x(t)) + y(fo) (ot a représente
la limite précédente) est appelée la tangente a I en M(t).

* Si cette limite est infinie, la droite d’équation x = x(#p) est la tangente (verticale) a I' en M(y).

On appellera alors normale a I au point M() la droite, passant par M(fy) est perpendiculaire a la
tangente en I' en M(%).

On peut obtenir rapidement un vecteur directeur de la tangente en dérivant simplement :

Proposition 21.1.

Soit f: I — R? une fonction vectorielle du plan suffisamment dérivable. Soit #, € I. Un vecteur directeur
de la tangente a la courbe paramétrée par f au point de parametre f, est f'(fo) = (x'(£p), y' (£p)) si celui-
cin'est pas nul, ou bien f (n) (o) si celui-ci n’est pas nul mais que

(), f(t0), -+, F* V(1) sont nuls.

On appelle vecteur tangent tout vecteur directeur de la tangente.

Démonstration. Cela repose sur les développements limités : on écrit le développement limité de x(#) et
y(t) au voisinage de f; et on cherche la premiere fois ot 1'un des coefficients n’est pas nul. O
Exemple 5. — Soit f: R — R? définie par

; x(t) = cos?(t)
y(t) = sin?(1)

Déterminer I'équation de la tangente au point M ( %) Déterminer un vecteur normal en ce point.

Solution. f estde classe ¥ sur R et on a, pour tout 7 € R,

x'(#) = —2sin(¢) cos(?)
y'(t) =2 cos() sin(t)

f’(t):{

On a alors f’ (%) = (=1,1). Ainsi, (-1,1) est un vecteur directeur de la tangente, et donc }1 =—lestle
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coefficient directeur. L'équation de la tangente au point M (§ ) estdonc y = — (x - x(§))+y (§) = —x+1. ‘

II. Etude d’une courbe paramétrée du plan

Pour étudier une courbe paramétrée du plan, il faut tout d’abord déterminer I'’ensemble des éléments ca-
ractéristiques de la courbe : variations, symétrie,...

Dans ’ensemble de cette partie, on se donne f: 1 — R? une fonction vectorielle, dont les coordonnées sont
notées (x(t), y(t)) pour ¢t € I, et on note I' son support. On note M(¢) le point de coordonnées (x(¢), y(t))
pour t€l.

1) Symétries

On va utiliser les symétries des fonctions x et y pour en déduire des symétries de I'.

Proposition 21.2.

On suppose que I est symétrique par rapport a 0.
* Si, pour tout €1, x(—1) = x(¢) et y(—1) = y(1), alors les points M(#) et M(—¢) sont confondus.

e Si, pour tout t €I, x(—t) = —x(¢) et y(—1t) = y(2), alors les points M(¢) et M(—¢) sont symétriques
par rapport a I'axe des ordonnées.

M(—t) -+ M (t)

e Si, pour tout t € I, x(—t) = x(t) et y(—1) = —y(?), alors les points M(¢) et M(—t) sont symétriques
par rapport a I'axe des abscisses.

+ M ()

+ M(—t)

e Si,pourtout tel, x(—t) = —x(t) et y(—t) = —y(t), alors les points M(#) et M(—t) sont symétriques
par rapport a l'origine.
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+ M (t)

M (—t) +

e Si, pour tout ¢ €1, x(—1) = y(¢) et y(—1) = x(t), alors les points M(#) et M(—t) sont symétriques
par rapport a la droite y = x.

e Si, pourtout t €1, x(—t) = —y(¥) et y(—t) = —x(1), alors les points M(#) et M(—t) sont symétriques
par rapport a la droite y = —x.

\ -+ M (t)

M (—t)+ N

Pour chacun des cas précédents, on peut réduire I'intervalle d’étude en ne I'étudiant que sur la partie
positive de I.

On peut également utiliser les périodicités pour réduire I'intervalle d’étude.

Proposition 21.3.

Si x et y sont périodiques de période T, il suffit d’étudier x et y sur un intervalle de longueur T.
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Exemple 6. — Si x et y sont 2n-périodiques, il suffit de les étudier sur [0;2n], ou sur [—7; 7).

Enfin, on peut utiliser des symétries lorsqu’on a réduit suffisamment I'intervalle.

Proposition 21.4.

Si on a restreint I'étude de x et y sur l'intervalle [a; b], on peut calculer x(a+b—t) et y(a+ b —t). Les
résultats obtenus permettent d’obtenir d’autres symétriques en se ramenant aux symétries vues plus
haut.

On obtient ainsi la méthode suivante :

Méthode 21.1.

Pour déterminer I'intervalle d’étude de x et y :

@ On utilise les parités pour réduire I'intervalle d’étude.

® Enfin, on utilise la derniere proposition jusqu’a ce qu'il ne soit plus possible de réduire I'inter-

;
1
|
|
| @® On déterminer la périodicité minimale commune de x et y.
I
|
1
1
1
I valle d’étude.

Exemple 7 (Astroide). — Soit f: R — R? la fonction vectorielle définie pour tout ¢ par

x(t) = cos3(¢)
) =
J {y(t):sin?’(t)

Déterminer l'intervalle d’étude minimal.

Solution. Par 2n-périodicité de cos et sin, x et y sont 2n-périodiques. On peut donc étudier x et y sur
[—m; 7.

De plus, x et y sont définies sur R, et pour tout réel ¢, x(—t) = x(¢) et y(—¢) = —y(?). Ainsi, la courbe est
symétrique par rapport a I’axe des abscisses, et on peut restreindre l'intervalle a [0; 7t].

Remarquons que x(n — ) = —x(¢) et y(;m — ) = y(t). Ainsi, la courbe est symétrique par rapport a 'axe
des ordonnées. On restreint I'intervalle a [0; 5 ].

Enfin, x (g —1) =y et y(g —t) = x(1). La courbe est symétrique par rapport a la droite y = x, et on
peut restreindre l'intervalle a [0; 5 |.

2) Branches infinies

La méthode de détermination des branches infinies est la méme que celle connue dans le cas d'une fonc-
tion a valeurs réelles, exceptée qu'il faut tenir compte de x et y simultanément.

Définition 6. — Soit 7y une extrémité de I (éventuellement infinie). Alors

* la courbe paramétrée f admet une branche infinie en f; si et seulement si

lim || f(#)| = +o0
t—’l‘()
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e la droite (D) est asymptote a la courbe de f en f; si et seulement si
lim d(M(?), (D)) =0
t— 1
ce qui est équivalent a, si (D) : ax+ by +c=0:

}intl ax(t)+by(t)+c=0
—lo

Méthode 21.2.
La méthode est similaire a celle déja vue :

e Si }Hrtl x(t) = tooet }Hrtl ¥(t) = yo,la courbe admetla droite y = yp comme asymptote horizontale.
—lp —lp

e Si ;mtl x(t) = xp et }lrrtl y(t) = 200, la courbe admet la droite x = xy comme asymptote verticale.
—ly -l

e Silim x(#) = oo et lim y(f) = oo
t—ty =1

t
o si }HItl % =0, la courbe admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.
—lh X
t
o si }Hrtl % = +00, la courbe admet une branche parabolique de direction 'axe des ordon-
—lh X

— la courbe admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b si }Hrtl y(t) —ax(t) = b.
—lp

— la courbe admet une branche parabolique de direction la droite y = ax si

lim y(¢) — ax(¢) = oo
t—t

3) Variations conjointes

Une fois I'intervalle d’étude réduit, on étudie les fonctions x et y sur cet intervalle, et on représente les
variations sur un méme tableau de variations du type :

t 0
x'(1)
x(2)
y(1) 1
y'(1)

Tangente

LI\ +

Pour chaque point important (extrémité ou point d’annulation d'une des dérivées), on exprime un vecteur
tangent, pour connaitre la direction de la courbe.

Exemple 8. — Dresser le tableau de variations conjointes de |'astroide.

Solution. D'apres ’étude précédente, on dresse le tableau de variations sur [0; %] x et y sont de classe
%> surRetona,pour re[0;F]:

x'(1) = =3sin(t) cos?(1) et y' (1) =3cos(t)sin(t)
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Sur |0; 5], x'(1) <0 et y'(2) > 0.
En %,ona f’ (%) = 3@(—1; 1). En 0, f/(0) = (0,0). En calculant x” et y”, on constate alors que
x" () = =3(cos® (1) — 2sin(H)?cos(r)) et y"(t) = 3(—sin(¢) + 2cos(1)?sin(¢)

et donc f”(0) = (-3,0) et la tangente est donc horizontale.

On obtient le tableau de variations conjointes suivant :

t 0 1
xl(t) —
o | TT—
2
NG
y(2) 0 T4
y' (1) +
Tan. | Horiz (-1,1)

4) Tracé

Une fois le tableau de variations conjointes obtenu, on peut tracer la courbe, d’abord sur le plus petit inter-
valle obtenu et en utilisant les tangentes obtenues, puis en utilisant les différentes symétries détectées.

Exemple 9. — Tracer la courbe de I'astroide.

Solution. On trace d’abord la courbe sur [0; %], puis dans l'ordre : symétrie par rapport a la droite
¥y = X, symétrie par rapport a 'axe des ordonnées puis symétrie par rapport a I’axe des abscisses. On
obtient alors la courbe suivante :
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Méthode 21.3.
Pour étudier et tracer une courbe paramétrée :
@® On réduit I'intervalle d’étude en utilisant les symétries, et périodicité.

® On étudie les variations conjointes de x et y sur I'intervalle précédemment obtenu, en n'omet-
tant pas d’'indiquer les vecteurs tangents aux points importants.

® Ontrace enfinla courbe en utilisant les résultats précédents, tout d’abord surI'intervalle d’étude,
puis sur le domaine de définition en utilisant les variations.

Exercice 1 (Cardioide). — Soit f la fonction vectorielle du plan définie sur R par

x(t) =2cos(t)(1+cos(1))

s~ .
y(t) =2sin(8)(1 + cos(1))

Représenter la courbe de f.

Solution. Constatons tout d’abord que x et y sont 2n-périodiques. On étudie alors f sur [—m; 7], sy-
métrique par rapport a 0. De plus, pour tout ¢ € [-m;an], en utilisant la parité de cos et 'imparité de
sin:

x(=)=x() et y(=t)=-y()

Ainsi, la courbe de f est symétrique par rapport a I’axe des abscisses, et on peut restreindre 'intervalle
d’étude a [0; 7t]. On constate enfin que x(n — #) et y(1 — ) ne peuvent s’exprimer en fonction de x(t) et

y().
Bilan : on étudie f sur [0; ] et on utilise la symétrie par rapport a I’axe des abscisses.

A. Crouzet Page 10 ©@®®00


mailto:antoine.crouzet@normalesup.org

Prépa ATS CHAPITRE 21 : COURBES PARAMETREES Année 2018-2019

x et y sont de classe " sur R et on a, pour tout réel  :

x'(£) = =2sin()(1 + cos(1)) + 2 cos(t) (—sin(t))
=-2sin(#)(1 + 2cos(t))
et y’(t) =2cos(t)(1 + cos(t)) +2sin(¢)(—sin(z))
= 2cos(t) +2cos? (1) — 2sin? (1)
= 2(cos(f) + cos(21))

(St) (t)
=4cos|—|cos|—
2 2
1
Remarquons que 1 +2cos(f) = 0 < cos(f) > _5 etdonc, sur [0;7], 1 +2cos(t) >0< t€E [0; %’T]

3t bl t
De méme, sur [0; 7], cos (?) > 0sietseulementsite [0; §] et cos (5) est toujours positif sur [0; 7).

On obtient le tableau de variations suivant :

2
] o ! 5 n
x'() 0 - -2V3 - 0 + 0

4 0
x(1) \ % \ /

1
T2
3v3
2
0 0
Y | 4 + 0 - -2 - 0
Tangente Vert Horiz Vert Horiz

Pour la tangente en 7, puisque f’ (1) = (0,0), on détermine f”' (1)
x"(t) = =2cos(r)(1 +2cos(r)) —2sin(r)(=2sin(z)) et y"(r) =—2sin(r) —4sin(21)

eton aalors f” (1) = (—2;0) et la tangente est horizontale.

On obtient alors la courbe représentative suivante, que 1'on trace sur [0; 1] et qu'on complete par sy-
métrie par rapport a 'axe des abscisses :
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M(0)

5) Longueur d’'une courbe

Définition 7. — Soient a < b et f une fonction vectorielle de classe % sur [a; b]. La longueur de la
courbe paramétrée par f est

b
Lian(f) = f I1F ollde
a

Exemple 10. — Calculer la longueur de I'astroide.

Solution. La courbe est parcourue une et seulement fois si ¢ parcourt [0;2n] (ou tout intervalle de
longueur 2m). Par symétrie, la longueur de I'astroide est égale a 8 fois celle obtenue sur [0; 71. Puisque,
pour tout ¢, on

x'(1) = =3sin(t) cos?(1) et y' (1) =3cos(t)sin(t)

on a alors (x'(£))? = 9sin?(#) cos*(#) et (y'(1))? = 9cos?(¢) sin* () et donc
ILF (D117 = (' (£)% + (¢ (1)* = 9sin?(£) cos? (£) (cos® (1) + sin? (1)) = 9sin® (£) cos® (1)

et donc
I1f(0)]] = 3| sin(8) | cos(2)|
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On a alors
%
Lio;n/a1 (f) =f0 3|sin(1)|| cos(r)|dt
= f4 3sin(t)cos(t)dt
0
il
= f —sin(2r)dt
0o 2
3 [—cos(2t) ]2
2 2 0
3
4
Ainsi,
i
Lioam (f) = 8[0 If'@lldt =6
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Exercices
Courbes paramétrées
Exercice 2 (Bicorne). — Etudier et représenter la courbe paramétrée par
{x(t) = acos(r)
_ sinz(t) ) t € [R
y(@) = A3%sin(n
Exercice 3 (Deltoide). — Etudier et représenter la courbe paramétrée par

{x(t) =2cos(t) + cos(21)
y(t) = 2sin(f) — sin(2r)’

Exercice 4 (Tractrice). — FEtudier et représenter la courbe paramétrée par

{x(t)=t—th(t)
, teR

_ 1
y(t)—m

Sujet de concours

Exeg:igg 5 (ATS 2014). — Soit la courbe % de représentation paramétrique dans le repere orthonormé
O, 1,)):
{x((x) = —sin(a)
aveca € R
y(a) =1-cos(a)
On note M(a) le point de parameétre a de %'.
1. (a) Préciser la parité des fonctions x et y. En déduire une symétrie pour la courbe %.

(b) Donner les coordonnées du milieu du segment [M (), M(2n — «)]. En déduire une symétrie
pour la courbe ¥'.

ey
(c) Donner les composantes du vecteur M(a)M(a + 27). Montrer qu’il existe des translations a
préciser qui laissent la courbe ¢ invariante.

(d) Déduire de ce qui précede toutes les symétries de la courbe 4.
2. (a) Faire une étude conjointe des fonctions x et y sur [0;2n]. (dérivée, extrema, sens de varia-

tion, tableau de variation.)

(b) Déterminer la limite 0}1151+ %. On admettra qu’il en résulte que ¥ admet une tangente
verticale en M(0).
(c) Dogng une représentation graphique de % pour « € [-27,2n] dans le repére orthonormé
©, 1, ).
On suppose maintenant que « €]0; t[. On note M le point M(«) de %'.

3. (a) Donner les composantes d'un vecteur directeur ¢ de la tangente .7 a ¥ en M, et d'un
vecteur directeur 77 de lanormale .4 2 % en M.

(b) Donner une équation de la droite .4 normale a € en M. Déterminer les coordonnées du
point U, intersection de .4 avec I'axe (Ox).
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(c) Donner une équation de la droite .7 tangente a % en M. Déterminer les coordonnées du
point V, intersection de .7 avec la droite d’équation y = 2.

On appelle I le milieu du segment [UV].

U

4. (a) Montrer que le cercle de centre I et de rayon 1 contient U, V et M.

—> = =
(b) Donner les composantes du vecteur IM. En déduire une mesure de I'angle IU,IM.

(c) Comparer lalongueur de I'arc de cercle UM (situé sous la droite (UM)) et la longueur [OU]
(O est I'origine du repere).
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