ESSEC 2
Voie E
Mardi 3 mai 2016

La présentation, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

L'usage de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule l'utilisation d'une regle graduée
est autorisée.

Si au cours de U'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Le but du probleme est d’étudier le renouvellement d'un des composants d'un systeme complexe (une machine,
un réseau de distribution d’énergie etc, ...) formé d'un assemblage de différentes pieces susceptibles de tomber
en panne. On s’intéresse donc a une de ces piéces susceptibles de se casser ou de tomber en panne et on se
place dans la situation idéale o dés que la piece est défectueuse, elle est immédiatement remplacée. Dans une
premiere partie, on étudie quelques propriétés fondamentales des variables aléatoires discretes. Puis, dans une
deuxieme partie, on étudie la probabilité de devoir changer la piéce un certain jour donné. Enfin, dans une
troisieme partie on cherche a estimer le temps de fonctionnement du systeme avec un certain nombre de pieces
de rechange a disposition.

Dans tout le probléeme, on considére un espace probabilisé (Q, o7, P). Pour toute variable aléatoire réelle X
définie sur (2, <7, P), on note, sous réserve d’existence, E(X) I'espérance de X et Var(X) sa variance.

Les deuxieme et troisieme parties sont indépendantes, et peuvent en outre étre traitées en admettant si besoin
les résultats de la premieére partie.

Premiere partie : Dans cette premiére partie, on étudie les propriétés asymptotiques d'une variable aléatoire
X avaleurs dans N*.

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel j non nul,
PX=j)=PX>j-1)-PX>))

(b) Soit p un entier naturel non nul. Montrer que

p p-1
Y jPX=j)=Y PX>j)-pPX>p)
j=1 j=0

2. (a) Onsuppose que X admet une espérance E(X) = .
i. Justifier la convergence de la série de terme général kP(X = k).

ii. Montrer que
+00

lim ) kPX=k =0.
p—>+ook:p+1

iii. En déduire que
pgrfw pPX > p)=0.



iv. Montrer que la série de terme général P(X > j) converge.

v. Montrer que

+0oo
H=>Y PX> j).
j=0

+00
(b) On suppose que Z PX > j) converge.
j=0
i. Déterminer le sens de variation de la suite (vp),>1 définie par
p-1
vp=) PX>j)
j=0

+00
ii. Comparer i JPX=j)et) PX> j).
j=1 j=0
iii. En déduire que X admet une espérance.
(c) Conclure des questions précédentes que X admet une espérance si et seulement si la série de terme
général P(X > j) converge.
3. On suppose dans cette question qu'’il existe un réel a strictement positif tel que pour tout entier naturel j
on ait

PX>j)= (%)

(j+D*
(a) Légitimer que (*) définit bien une loi de probabilité d'une variable aléatoire a valeurs dans N*.
(b) Montrer que X admet une espérance si et seulement si o est strictement supérieur a 1.
(c) Montrer que pour tout entier naturel j non nul
P(X:j):,i(l—;,).
Je (L+1/j)«
(d) i. Etudierles variationsde f:x— 1—(1+ x)~%—ax sur [0, 1].
ii. Montrer que pour tout entier naturel j non nul,

[0
il+a
J

PX=))<

(e) Montrer, en utilisant le résultat de (c), que

lim j*"'PX=j)=a

j—+oo

(f) Montrer que X admet une variance si et seulement si o > 2.

Solution.
Premiere partie

1. (a) Soit j € N*, La variable étant a valeurs dans N*, on a
PX=j)=F()-Fx(G-1

soit
PX=)=PX<)-PX<j-D=01-PX>j)-1-PX>j-1)




et donc

PX=j)=PX>j-1)-PX> )

(b) Soit p € N*. D’apres le résultat précédent, pour tout j € [1, p], on a
JPX=j)=jPX>j-1)—-jPX>j)

soit, en additionnant :

P 14 p
Y PX=j)=) jPX>j-1)-) jPX>j)
j=1 j=1 j=1

en effectuant le changement de variable k = j — 1 dans la premiére somme :

P
Y jPX=)) Y (k+DPX> k) -
j=1 k=0 j
p-1 p
= Y (k+DPX>k) -
k=0 j=
p-1
= Z (k+1DPX> k) - kPX> k) — pP(X > p) en regroupant les sommes
k=0
p-1
= Y PX>k-pPX>p)
k=0

JPX > k)

p-1 p
=1

JPX>j) enajoutant un terme nul
0

2. (a) i. Xadmettantune espérance, la série de terme général kP(X = k) est absolument convergente,
et est donc convergente, de somme 1.

ii. Soit p € N*. On constate que, par la relation de Chasles (les deux séries étant convergentes)

+00 P +00
Y KPX=k) =) kPX=k+ ) KkPX=k
k=0 k=0 k=p+1

soit +00 14 +00

Y KPX=k)-) kPX=k= ) KkPX=k

k=0 k=0 k=p+1
Or, par définition

i kPX = k) io KPX = k)
llm = = =
P=t®=0 k=0

par somme, on en déduit donc que

by
lim kKPX=k)=0
p—»+ook:p+1

iii. Remarquons que, pour p e N* :

+00

pPX>p)=p ) PX=k
k=p+1




iv.

(b) i

il

Or, pourtoutk > p+1lona
0<p<k=0< pPX=k) <kPX=k)

soit, en sommant

+00
0<pPX>p)< ). kPX=k)

k=p+1
+00
D’apres la question précédente, liIP Z kP(X = k) = 0. Par encadrement
p—+oo
k=p+1

p1—1>IPoo pPX>p)=0

D’aprés la question 1b) on a, pour tout p € N* :
p-1 p
Y PX>j)=) jPX=j)+pPX>p)
j=0 j=1

Or, d’apres les questions 2ai) et 2aiii), les deux membres de droites ont une limite. Par

p-1
somme, on en déduit que la suite ( Z PX> j)
j=0

peN*
terme général P(X > j) est convergente.

En utilisant I’écriture précédent, et puisque
. p . . .
pl—l>r-ll:loo].; JPX=j)=EX)=pn et pEerpP(X> p)=0

on en déduit donc que
p-1
Jim 3 P> ) =

soit

+00
Y PX>j)=q

j=0
Constatons que, pour tout p e N* :
P p-1
Vps1—Up =Y PX>)- > PX>j)=PX>p) =0
j=0 j=0

Ainsi, (vp)pen- €St Croissante.
En utilisant la question 1b, on a
p-1

p
Y jPX=/j)< ) PX>))
j=1 j=0

converge, c'est-a-dire que la série de




(©

(a)

(b)

car —pP(X > p) < 0. Mais alors, la suite (vp) étant croissante, pour tout p, vp est inférieure
a sa limite. Donc
p +00
Y jPX=)H< Y PX>J)
j=1 j=0
iii. Constatons que, étant a valeurs positives, la série Z JPX = j) est absolument convergente

jz1
si et seulement si elle est convergente.

p
Notons S, = Z JPX = j). La suite (Sp) pen+ est croissante; en effet
j=1

Spi1=Sp=(p+1PX=p+1)>0

et est majorée, d’apres la question précédente.
D’apres le théoreme de convergence monotone, (S,) est convergente.
Bilan : X admet une espérance.

D’apres la question 2av), si X admet une espérance, alors la série de terme générale P(X > j) est
convergente D’apres la question 2biii), sila série de terme générale P(X > j) converge, alors X
admet une espérance. On a donc bien montré que X admet une espérance si et seulement si la
série de terme général P(X > j) converge, et dans ce cas, I'espérance de X est égale a la somme
de la série.

Remarquons que, pour tout entier naturel j > 1,ona

PX<H)=1-PX>j))=1-——
(X< ) 06> ) =1- 47
etdonc, pour xR :

0 six<1

P(ng)z{ 1- sixelj;j+1[

_1_
1+
On constate alors que la fonction F : x — P(X < x) est bien croissante, continue a droite en tout
point, de limite 0 en —oco et 1 en +oco : il s’agit donc bien d’'une fonction de répartition dont les
sauts ont lieu en tout entier strictement positif. Ainsi, (*) définit bien une variable aléatoire sur
N*

D’apres la question 2¢, X étant a valeur dans N*, X admet une espérance si et seulement si la
série de terme général P(X > j) est convergente. Or, d’apres le critere de Riemann, la série de
terme général ar e est convergente si et seulement si a > 1.

J

Bilan : X admet une espérance si et seulement si o > 1.




(c) En utilisant la question 1a), pour tout j € N*, on a

PX=j) = PX>j-1)-PX>))
_r 1
- JO (L4 )

7
]lX (1+])(X

1 1

1 (1 1 )
T (L+1/j)™
(d) i. festdérivable sur [0,1] (fonction puissance et affine) et on a, pour tout x € [0,1] :

fx)=-(-00 +x) “loa= O(((l yx) o 1)

1
Or, pour x € [0,1],1 < 1+ x et donc, par décroissance de la fonction x — —— (a>0),ona
X

1>—=(1+x)"%L
Z a0+ Y
Ainsi, pour tout x € [0,1], f'(x) <0 : f est décroissante sur [0, 1].
ii. Puisque f est décroissante, on a f(x) < f(0) = 0. Donc, pour tout entier naturel j € N*,
puisque0<1/j<1,ona f(1/j) <0, c’est-a-dire
1-A+1/) % -a(1/j) <0

soit

1 x
- ——— <~
A+1/)x " j
et finalement
. 1 a o«
P(X_])gj_o‘7_jo‘+l

(e) On a, en utilisant I'écriture vue en ¢, pour tout j € N* :

1 1
j(X+l|]:|)(X=j) — ]0(+1_(x(1_—)
j (I1+1/j))“

*’(1_ (1+1/j)“)

Or, on a (équivalence classique) :

1-A+1/)7% ~ —(—a)%

j—o+oo
et donc

'(1—;) 'ocl—(x
W are) i< %G T




Ainsi,

lim j**'PX=j)=«

j—+oo
(f) Laquestion 3f indique donc que
PX=)) 5 o
soit
.ZP(X: N~ x
J ] j—’+OO jO(—l

Cette série est (absolument) convergente (critére de Riemann) si et seulement si a — 1 > 1, soit
o> 2.

Donc X admet un moment d’ordre 2 et donc une variance (d’apres Koenig Huygens) si et
seulement si o > 2.

Deuxiéme partie : Etude de la probabilité de panne un jour donné.

Dans cette deuxieme partie, on suppose donnée une suite de variables aléatoires (X;);>1 mutuellement indé-
pendantes et de méme loi a valeurs dans N*.

Pour tout entier i non nul, X; représente la durée de vie en jours du i-éme composant en fonctionnement.

Soit k un entier naturel non nul. On note Ty = X; +--- + Xj. T représente donc le jour ot le k-iéme composant
tombe en panne. On fixe un entier naturel n non nul représentant un jour donné et on considere I'événement
A, = “le composant en place le jour n tombe en panne” c’est-a-dire A, = “il existe k entier naturel non nul tel
que Ty = n”, et on se propose d’étudier P(A,,).

4. Pour tout entier naturel non nul j, on note p; = P(X; = j) et uj =P(A;). On suppose que pour tout entier
naturel non nul j, ona p; # 0. On pose de plus par convention g = 1.
(a) Montrer que u; = p;.
(b) i. Montrer que Ay = [X; =2]U ([X; =1]n[Xy =1]).
ii. En déduire u, en fonction de p; et p».
(c) Pour tout entier naturel i, on pose X; =X;41.

i. Montrer que les variables (X;) sont mutuellement indépendantes, indépendantes de X; et de
méme loi que X;.

ii. Soit k un entier naturel non nul strictement inférieur a n. Montrer que

ApnXi=kl=Ki=kInJXi +Xo+---+Xj=n—kl
i>1

iii. En déduire que pour tout entier naturel k non nul strictement inférieur a n,
Prx, =k (An) =P(Ap—p).

(d) Montrer que
Up=Up-1p1+ -+ UPn.

(e) En Scilab, soit P = [p1, p2,---, pnl le vecteur ligne tel que P(j) = p; pour j dans [1, n]. Ecrire un
programme en Scilab qui calcule u,, a partir de P.



5. Soit A un réel appartenant a ]0, 1[. Dans cette question, on suppose que X; suit la loi géométrique de
parameétre A. Pour tout entier naturel j non nul, on a donc P(X; = j) = A(1-A)/ 7L,

(a) Calculer P(X; > k) pour tout entier naturel k non nul.
(b) Calculer Pix,>x X1 =k +1).

(c) Montrer que pour tout entier naturel z non nul,

6. On suppose dans cette question que p; vérifie 0 < p; < 1 et que p2 = 1 — p;. Pour simplifier, on posera
p=p1=1-pa.
(a) Que vaut p; pour i supérieur ou égal a 3.

_(p 1-p
M_(1 5 )

(b) Soit la matrice

Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,

l’tn—l un—Z

ii. Montrer que
NTRE.. (1 1—p)+(p—1)”‘1(1—p p—l)
2-p\1 1-p 2-p -1 1
(d) i. Exprimer u, en fonction de p et n.

ii. Déterminer lim wu,.
n—+oo

Solution. Partie 2

4, (a) Les (X;) étant a support dans N*, pour tout entier k non nul, Ty est a support dans [k, +ool.
Ainsi,
A= =11uJT;=1=[T =1]=[X; =1]

j22N—~—
=9

etdonc P(X; =1) =P(Ay), soit p; = u;.
(b) i. Comme précédemment, on constate que, pour j > 3, [Tj=2]=¢@carT; (Q) = [j,+ool.
Donc
Ay=[T1=2]U[T,=2]u |JI[T;j=2]=[T; =2]U[T,=2]
j=3——
=@
Or, par définition de Ty, :
T1=2]=[X1=2] et [Tra=2]=[X;+Xp=2]=[X;=1INn[Xy=1]

puisque les (X;) sont a support dans N*. Ainsi,

A =Xy =2]U(X; =1INn[Xzx=1])




ii. D’apres la question précédent, et puisque [X; = 2] et [X; = 11N [X2 = 1] sont incompatibles :

ii.

iii.

P(A2) PX;=D+P(X;=11n[Xz=1])
p1+PX; =1)PX; =1) par indépendance des X;

pi1tpipi

Ainsi, up = p1 + p1p1 = p1(1 + p1).

i. D’apres’énoncé, les (X;);en+ sont mutuellement indépendantes et de méme loi, celle de

Xy.

C’est-a-dire, X;,Xo,... X, - -+ sont mutuellement indépendantes et de méme loi, celle de X;,
ce qui s'écrit encore X;,X1,X5, -+, Xy, -+

Ainsi, les (X;);en+ sont mutuellement indépendantes, indépendantes de X; et de méme loi
que Xj.

Par définition,
A, = UITj=n]
i>1
= [Ti=nluJXi+Xo+--+X;=n]
j=2
= Mi=nUXi+Xi+--+Xj_1=n]
j=2
= M=nUK+Xi+---+Xj=nl]
j>1

Ainsi, puisque k< n :

ApnIXy =kl = ([T = nln Xy = k) UIXy = kIn{J [k+Xg+--+Xj = n] = [ Ky +--+Xj = n—k
~ j>1 j>1

=@ car incompatible
Puisque les X; sont de méme loi que X;, on a par définition de A, :

PA,=UXKi++Xj=n-kl=|JXi+-+X;=n—k]
i>1 j>1

D’aprés la question précédente, et par indépendance des (X;) avec X;, on a

PA,N[X: =k]) PXi =k xP|JXi++Xj=n-kl
>

PX1 =k xP(Ap-r)

Ainsi, par définition (et puisque P(X; = k) # 0)

|]:D[Xlzk] Ap) =PAu-r)

(d) Utilisons (X; = k)r>1 comme systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabili-




tés totales

+00
PA,) = )Y PX;=kPx =@
k=1

n-1 +00
= PXi = bPx @A) +PX1=n)  Px-m@Ap) + Y, PX =kPx-kA
—_——— —_———

k=1 k=n+1

=lcarX;=ndoncT;=n =0car k>n
n-1
= Y PXi=kPA, ) +PX; =n)
k=1
n—1
= PrlUn—k+ Pnlp avec ug =1
k=1
soit
Vnzl, up=piup-1+poup2+---+pplp
(e) En utilisant la question précédente :
U=zeros (1,n+1)
U(l)=1
for k=1:n do
U(k+1)=0
for j=1:k do
U(k+1l)= U(k+1)+P (J)*U(k+1-7)
end
end
disp (U(n+1))
(a) Par définition, pour k> 1 :
+00
PXi>k) = Y PX=j)
j=k+1
+00 )
= Y aa-nt
j=k+1
1-M0F . L
= Am en reconnaissant une série géométrique (|A| < 1)
= a-MF

Remarque : on peut calculer la somme en faisant un changement de variable.
(b) Par définition des probabilités conditionnelles, pour k > 1 :

P(Xi=k+1InX;>kD) PXi=k+1)
PX; > k) PX > k)

Px,>sxXi=k+1) =

en constatant que [X; = k+ 1] < [X; > k]. En utilisant le résultat de la question précédente :

A1-NF

P Xi=k+1)= =A
x>k (X1 ) RESNG




(c) En utilisant la question 4(d), pour tout n > 1, et en utilisant la définition p; = A(1 — NI

Up=Up-1P1+ Up—2pP2+... T UPn
= Up g A+ Uy AL =N) + -+ ugph(1 = A\)"* !
= Up-1 A+ (1 =A).[up2p1 +... + o pp-1]

N~

=Up-1
= )\.un_l +(1- A).un_l

Up=Up-1

Ainsi, (u,) est constante, égale a u; = p; = A.
On peut également montrer le résultat par récurrence forte. Pour n > 1, soit P, : “P(A,) = A"
que I'on démontre par récurrence forte sur n :

e Pour n =1, d’aprésla question 4a), u; =P(A}) =p1 =PX;=1)=A(1- M = \. Ainsi, P est
vraie.

¢ Supposons la proposition Py vraie pour tout entier 1 < k < n. Ainsi, pour tout k € [1, n],
ur =P(Ag) = A.
Mais alors, en utilisant la question 4d), on a

Up+1 = Upprt---t+UOPn+1

= Ap1+---+App+pn+ par HR.
= A(p1+--+pn)+Pns

n
= AY AQ-NTHAa-n"

k=1
o ,1-0-N" o
= Mgy FAN
= A-A1-N"+A1-N"
= A

Donc Py, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, on a donc pour tout 7 > 1 : P(A,) = A).

+00 +00o
(a) Puisque X; est une variable aléatoire, on a Z PX; =k) =1, soit Z pr=1.0r p; + p2 = 1. Donc
k=1 k=1

nécessairement

(Vi>3, pi=0]

(b) En utilisant la question 4d), et en utilisant le résultat précédent :

Un Up-1pP1t+ Up—2pP2+- -+ UyPp
——
=0 car p;=0

Up1p+up2(1-p)

Et puisque 11 = 1uy,—1 +0u,y—2, on a bien

( Up ) :(pun—1+(1_p)un—2 ) :M( un—l)
Up-1 lup—1+0uy— Up-2




p-A 1-p

1 A ) n’est pas inversible, soit si et

() i. Aestvaleur propre sietseulementsi M —Al = (

seulement si
P-NEN-1-p)=0A°>—pA—(1-p)=0

On obtient A = p? +4(1 - p) = p?> —4p +4 = (p — 2)? et M admet deux valeurs propres :

_pt+t(p-2)
B 2

p-(p-2) _

A
! 2

:p—l et )\2: 1

On cherche alors une base de vecteur propre. On constate que
Iy (1 p-1\ (p(p-D+1-p)\ _ 3 p-1
SR 6 A S Lt EUE

1 -1 1
Ainsi, on notant P = P etD= 0 ,ona
1 1 0 p-1

M =PDP!

ii. Apres calcul,

1 -1 -1
-1 _ p
! _p—Z(l -1 )

et, par un résultat classique, pour tout n >0 :

M" = PpD"P!
(1 p—l)(l 0 ) 1 (—1 p—l)
1 1 0 (p—l)'Z p—2 1 -1
3 1 (1 p—l)( -1 p-1 )
T op2lt 1 Jlp-nr —p-1n
B 1 _1+(p_1)n+1 p—l—(p—l)n+l)
p-2\ -1+(p-D" p-1-(p—-1"
1 -1 P—1)+ 1 ((p_l)n+1 _(p_l)n+1)

p-2\{-1 p-1) p-2\ (p-D" —(p-D"
1 (-1 p—1)+(l9—1)n(p—1 —(p—l))
p-2\-1 p-1 p-2 1 -1
1 (1 l—p) (p—l)"(l—p p—l)

= — +
2-p\1l 1-p 2-p -1 1

etdonc,aurangn—-1:

NERENS (1 1—p)+(p—1)”‘1(1—p p—l)
2-p\1l 1-p 2-p -1 1

(d) i. D’apreslarelation 6b), on a (par récurrence)

Vnx1, ( n )=M"‘1(”1):M”‘1(”)
Un-1




soit, en utilisant le résultat précédent

1 -1t
1+(p )

V=1, u,= (p-p*+p-1
" 2-p 2-p
soit -1 n-1
1 - 1 -
Vn>1l, u, +(p ) (2]9—]92—1): _(p ) (P—l)z
2-p 2-p 2-p 2-p

ii. Puisque0<p<1,0<2-p<1.Ainsi, nlirP 2- p)”_1 = 0. Par somme et produit
—+00

. 1
AT =5,

Troisieme partie : Etude de la durée de fonctionnement.

Comme dans la partie précédente, on suppose donnée une suite de variables aléatoires (X;);>; indépendantes
et de méme loij, telle que pour tout entier i non nul, X; représente la durée de vie en jours du i-éme composant
en fonctionnement.

Soit k un entier naturel non nul. On étudie dans cette partie la durée de fonctionnement prévisible du systeme
sion a k composants a disposition (y compris celui installé au départ). On notera toujours Ty = X; + - -- + X.

On suppose dans cette partie qu'il existe un réel o > 1 tel que pour tout entier naturel j on ait

PX;>j)=——

X1 > ) Gr1o

En particulier, dans toute cette partie, X; admet une espérance, que I'on note p = E(Xj).
7. QuevautE(Ty) ?

8. On suppose, dans cette question, que « est strictement supérieur a 2. X; admet donc une variance o
(a) Calculer Var(Ty).

(b) Montrer que pour tout réel € strictement positif,
o
P(ITe— kpl > ke) < —
ke
(c) Déduire que, pour tout réel strictement positif €, on a

. Tk
lim P ?e]p—e,p+e[ =1.

k—+o00

9. On suppose maintenant uniquement que « > 1 et donc que X; n’a pas nécessairement de variance d’olt

I'impossibilité d’appliquer la méthode précédente. On va mettre en ceuvre ce qu’on appelle une méthode
de troncation.

On fixe un entier naturel m strictement positif. Pour tout entier naturel non nul i, on définit deux variables
aléatoires ng) et Z(l.m) de la facon suivante

Y(m) _ X; siX;<m Z(m) _ X; siX;>m
1 0 sinon ! 0 sinon

(a) Montrer que X; = ng) + Z(l.m).



(b) i. Enutilisant la question 3(d)ii, montrer que

+00
[0
EZ™< Y, —

7
i=m+1 !

ii. Montrer que

+00
[0
EZ{™) < f —dx.
m X

+00
(04
f —dx.
m X2

lim EZ™)=0
m—+oo

iii. Calculer

iv. En déduire que

v. Montrer que
lim E(Y)=p
m—+oo

(c) i. Montrer que
2
(V™) < mxi.

ii. En déduire que
Var (Yim)) <mp

(d) Soit € un réel strictement positif. Montrer qu'’il existe un entier naturel my non nul tel que pour tout
entier naturel m supérieur a my,
% m~* <e.
Jusqu’a la fin du probléeme, m désignera un entier supérieur ou égal a my.

(e) On note, pour tout entier naturel kK non nul
(m) L (m) (m) g (m)
m) _ m m) _ m
U, = EIYZ. et V.= '§1Zi
1= i=

Vérifier que
T =0 +vI™

(f) i. Montrer que

(04
[E(v,(c’”)) <kx — m'~<,

ii. En déduire que

PV > ke) < —

(g) i. Montrer que

EUY™) > k- k%ml_o‘.

ii. En déduire que
EQU™) ~ kil < ke.

iii. Montrer que
PIU™ - kpl > 2ke) <PIULY —EU™)| > ke).



iv. Montrer que
Var(U") < kmy.

v. En déduire que
v

PIUL — k| > 2ke) < %
(h) i. Montrer que pour tout couple d’événements A et B dans </, on a
P(ANnB) > PA) +PB) -1
ii. En appliquantl'inégalité précédente aux événements
A=|V{" <ke| et B=[UP elk(u—2e) k(u+20)]],
montrer que

P(Ty €lk(u—3e), k(i +3e)D) > PV < ke) + P(U™ elk(p —2¢), k(p +2e)) — 1

iii. Déduire des questions précédentes que pour tout réel € strictement positif, et pour tout entier
m supérieur ou égal a my, on a pour tout entier naturel k non nul,

P(T) €lk(u—3¢), k(u+3e)) > 1- — 1 H
a
iv. Pour k assez grand, appliquer I'inégalité précédente 4 un entier my. € [V'k,2V'k] et conclure que

. Tk
lim [II(? (—:]p—?)s,p+3£[) =1.

k—+o00

Solution.
Partie 3

7. Par linéarité de I'espérance

E(Tr) =EXyp) +---+EXg) = kp

8. (a) Parindépendance ces X;, on a

Var(Ty) = Var(X;) +--- + Var(Xy) = ko?

(b) T possédant une variance, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout a >0 :

Var(Tg)
a2

P(Ty —E(TK)| = a) <

soit, appliqué icia a = ke > 0 et avec E(T¢) = kp et Var(Ty) = ko? :

ko? o?

(ke)? = ke?

P(Tk - kpl = ke) <

2

o)
(c) D’apres le résultat précédent, puisque klim e 0 et par encadrement :
—+o00 K€

lim P(|Tg—kpl>ke)=0
k—+oo




(@

(b)

soit, en constatant que I’événement [—ke < Ty — kp < ke] est’événement contraire de [| T —
ku| = ke], on en déduit que

lim P(—ke<Tr—kpu<ke)=1

k—+o00
Or,
Tr—k
P(—ke<Tr—kp<ke = IP(—£<kTp<s)cark>0
IP( <Tk <)
= —e< — — €
k l'l
[1-e< i <uee)
= Plp-e<—<pu+e
k
Ty
= P(—e]p—e,p+s[)
k
et donc
li [P’(Tke] + [) 1
m —_— —E, el =
k— +oo k H H
Soit w € Q.

¢ SiX;(w) < m, alors Y™ (w) =X;(w) et 2™ (w) = 0, donc Y™ (w) + Z\"™ (w) = X; (w).
* Deméme, siX;(w) > m, alors Y (w) = 0 et Z"™ (w) = X; (), donc Y™ () + Z\"™ (w) = X; ().
DoncX; =Y +2".

i. Remarquons que, par définition, ng) (Q) = [m+1,+oo[. Etant dans la situation de la ques-
tion 3, on a donc, pour tout j > 1 :

. o
PX;=j)< jira
soit o
JPXi =/ < ]—(x
et donc
+00
EZ{™) = Y P =)
j=m+1

+00

Y jPXi=j) carz{"=X;siX;>m
j=m+1

+00 o
Y, - dapreésce quiprécede

j=m+1

N

ii. Soit j > 1. Par décroissance de la fonction x — %, on a pour tout f € [j; j + 1]

1 1 1
i il
el

TERTERRTES
J J




iii.

iv.

soit, en intégrant entre jet j+1 :
j+1 1 i+l 1 i+l
[ e [ e [ L
i G+De i i J°

1 j+l 1 1
- <f —dt< —
G+bhx " J; o j

ce qui donne

En sommant pour j entre m et N (avec N > m), et par la relation de Chasles :

N 1 N i+l 1 N+1 1
Yoy [ = [ can
j:m(]+1) j t A

j=m

puis, par changement d’indice
N+1 1 N+1 1
2 =< f i
j=m+1 J L
En constatant que la somme et 'intégrale converge (critére de Riemann, « > 1, par passage
ala limite :
+00 1 +o00 1
2 =S f it
j=m+1 J m 2

et finalement

+o0
EZ{™) < f

m

1
—dt
tO(

Posons N > m. On a (puisque a > 1)

N
f —adl'Z
m t
1

Puis, par passage a la limite (aveca>1etdona—1>0),ona lim ———— =0etdonc
N—+oo 1 — o No-1

N1 11
m 1—aNel 1—oqme-l

1 1
1—o !

T o o 1 « 1
“dt=- =
P A l-am*l o-1ma!

La variable X; étant a valeur positive, Z(lm) 'est également, et donc [E(Z(lm)) > 0. De plus,

o 1
0<EZ™) < —

a—1mal

1
et lim =0 (car a—1 > 0). Par encadrement
m—-+oo -1

lim EZ{")=0
m—+oo




v. Puisque X; = YY”) + Z(lm) et par linéarité de 'espérance
E(X)) = ECV{™) +EZ{™)

Or E(X;) = p et d’apres la question précédente, mliqu [E(Z(l’”)) = 0. Par somme
— 100

: (m)y _
A E0) =

(¢ i. SiX;>malors Yg’”) =0etdonc ng) < mX;.
SiX; < m, alors
(Y2 =X2 =X;X; < mX; car 0<X; < m
Dans tous les cas, (ng))2 < mX;.

ii. D’apres le résultat précédent, YE’") admet un moment d’ordre 2 et donc une variance, et

\/ar(YEm)) [E((Yﬁm))z) - [E(Yl(.m))2 par Koenig-Huygens
E((Y]™)

E(mX;) d’apres la question précédente

N CININ

mEX;) = mp

. 2 . x 1-a e . .
(d) Soite> 0 fixé. La fonction m — 1 m~~ " est positive (car a > 1) et sa limite vaut
(x f—

(e) Constatons que, pour k>1 :

M=

k
(m) (m) _ (m) (m)
Uk +Vk = Yi +.EIZi
1=

1

~
Il

taul

= YOy +zi)
1

~
I

Il
.M”

~
Il
—

X; d’apres la question 9a)

Il
—
at

(f) i. Parlinéarité de ’espérance

k
E(V™) =Y E@Z™)
i=1




(g

ii.

ii.

o
Or, on a démontré question 9(b)iv, que [E(Z(lm)) < o1

Les (X;) ayant la méme loi,

-1 mot—l :
les (Z;) aussi et donc, pour tout i > 1
(m) 1 o 1-a
EZ." < = m
! a-1mo*! a-1
et donc
k
o o
EVI) <Y —m! =k x m' ™
( k IS z:zi a—1 a—1

D’apres 'inégalité de Markov (puisque V,(Cm) admet une espérance) :

PV{™ > ke) < —~—
ke
soit, avec le résultat précédent
Je=S gl a ml«
ke a-1 €

On a vu (question 9e) que Ty = U;Cm) +V;Cm) et donc, par linéarité de 'espérance
E(UY™) = E(Ty) - E(V{™

Or E(Ty) = kp et d’apres la question 9(f)i, on a
~E(V{") > —k——=m'

et donc

E(UY™) > kp— kﬁml_“

Par positivité des V](cm), on a également que
E(UY™) SE(TR) = kp
Ce résultat et le précédent donne donc
o
0< kp-EU™) <k—m'™

soit encore o
|k = EU™) < k—m'™

a _
Or, m > my donc —lm1 % < e et finalement
a —

e —EUY™)| = [EU™) — k] < ke




iii.

iv.

h) i

Remarquons que, par inégalité triangulaire
0" (@) = EU™) > U (@) = my| = |mp— EU™)]
Si IUEC’") () — k| > 2ke, alors
U (@) - EQUY™)| > 2ke - [mp—EU ™)
et en utilisant la question 9(g)ii :
U™ (w) —E(U™)| > 2ke — ke = ke
Ainsi, on al'inclusion

(104" — kI > 2ke| < [JUL™ —EQUY™)| > ke

et donc

P (U™ -kl > 2ke) <P (JUL™ - EQUL™)| > ke

Les variables aléatoires (X;) étant indépendantes, d’aprés le lemme des coalitions, les (ng))
sont également indépendantes. Ainsi

k
Var(U{™) = ) Var(Y\"")
i=1

1=

En utilisant le résultat de la question 9(c)ii, on a alors

k
Var(U™) < Y mp=kmp
i=1

U;Cm) possédant une variance, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

Var(U{™) _kmp_ my
(ke)2  k2e2 ke

P(U™ —EU™)| > ke) <

et donc, avec la question 9(g)iii

my

PUUY™ — kp| > 2ke) < o2

Pour tout couple d’événements A,B de <7, on a
P(ANnB) =P(A) +PB)-P(AuB)
Or, par définition, P(AUB) < 1, et donc

P(ANnB) ZPA)+PB) -1




ii.

iii.

iv.

Prenons les événements A et B de I'énoncé. Remarquons que

ANB = [V < ke| n [UL™ €1k —2e), k(u+26)]
Remarquons que si w € An B, alors
0< V](Cm)(u)) <ke et k(u—2¢)< U](cm) (w) < k(u+2e) etdonc k(u—2¢) < Ty < k(u+2¢)+ke

Ainsi, 'événement A N B est inclus dans I'événement Ty €] k(L — 3¢), k(p + 3€) .
Donc,

P(Tk €lk(pn—3¢), k(u+3e)) > P(ANnB) 3—/ PA)+PB) -1
q°9(h)1

©

ce qui donne le résultat.

En regroupant les résultats vue en 9(f)ii, 9(g)v et 9(h)ii :

o ml—oc
PV <ke)=1-PV™ >ke) > 1-—
<~ a—1 €
q° 9(Dii
PO elk(p - 26, k(u+26)) = 1 -P(U —kp| >2ke) > 1-
k k N ke?
q°9(glv
et finalement
P(T €)k(u—3e), k(1 +3e)) > 1 — — ka+1 T 1=1 o m
—3g), ) >1-—— -——=-1=1- -—
k H M a—1 ¢ ke2 a—1 € ke?

Soit € > 0 fixé. L'inégalité précédente est vraie pour tout m > mg et pour tout entier naturel
k> 1.

On prend k suffisamment grand pour que v'k > my (ce qui est possible). Soit 7 un entier
compris dans [\/E;Z\/E]. Puisque 1 —a < 0, par décroissance, on a donc

mllc—(x < kl—a puis _ ml—(x > _kl—(x

De plus, —my > -2Vk.
Linégalité précédente s’écrit alors

a kK7 Vip a k' n
-2 =1- -2
a-1 € ke? a-1 € Vke2

P(Trelk(p—3e), k(u+3e)) > 1—

€ étant fixé, le terme de droite tend vers 1 (car 1 —a < 0) quand k tend vers +oo. Par
encadrement (puisque qu'une probabilité est inférieure a 1), on en déduit bien que

Jim P (Tk €lk(pu—3e), k(n+3e)[) =1
—+00

ce qui s’écrit encore

T
limIP—k

-3e,u+3¢[|=1
i Pl Sk de s 3el




